Funciones continuas y mas

En clase se prob¢ el siguiente resultado:
Lemma 1. Si A C R es cerrado y acotado, y f : A CR™ — R una funcion continua, entonces f es acotada.

Antes de iniciar, la prueba del teorema importante de esta seccién, resultard conveniente citar algunos
resultados vistos a lo largo del curso y en célculo I.

Axioma 1 (del supremo). Todo conjunto de D C R acotado superiormente tiene una minima cota superior.
FEquivalentemente, si sup D es el supremo, entonces para cada € > 0 existe x € D tal que

supD —e < .

Lemma 2 (Cambio de funciones continuas con limites). Si f: D C R" — R™ continua y {yi} C D sucesion
convergente entonces

lfm f(zn) = f ( fm xn)
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Lemma 3 (Caracterizacién de cerrados). A C R" cerrado si y solo si A = cl A.
Lemma 4 (Sucesiones acotadas). Toda sucesidn acotada tiene una subsucesion convergente.

Lemma 5 (Ubicacién del limite de sucesiones). Si A C R" acotado. Defina la cerradura cl A := int AU 0A.
Si{zn} C A es una sucesion convergente a T, entonces T € cl A.

NOTA: En el lema anterior también se probé el converso, pero este no serd de utilidad en la demostracién
del siguiente

Teorema principal

Teorema 1. Sea A C R un conjunto cerrado y acotado y f: A CR™ — R una funcion continua, entonces f
alcanza su m dximo y su minimo.

Demostracion. Probaremos solo el resultado concerniente al méaximo, ya que el resultado para el minimo
puede obtenerse por los mismos pasos.

Lo primero por notar es que la imagen directa de A, f(A), es un conjunto acotado por el lema 1, en
particular es acotado superiormente. Por el axioma del supremo sabemos que sup A € R y por la equivalencia
del supremo sabemos que para cualquier £ € N (tomando € = 1/¢ para cada ¢ € N) existe y, € f(A) tal que

1
sup f(A) — 7Sy v sup f(A) —ye >0

Hay que notar dos cosas importantes de la sucesién {y,}:

1. La sucesion {y,} es convergente a sup f(A), ya que para todo € > 0 existe mg € N tal que (mg+1)"! <
€ < (mg)~" (propiedad arquimediana), entonces para cada £ > mg + 1 se satisface que

1 1
lye —sup f(A)] < - < <e

Y4 mo + 1
En otras palabras a partir del (mg + 1)—ésimo elemento de la sucesién y; € Be(sup f(A)).

2. La sucesién y; C f(A) define una nueva sucesién en el dominio A ya que para cada y, € f(A), existe
xp € A tal que f(xy) = ye (pues ye € f(A) y f(A) es la imagen directa del dominio A). Con ello hemos
creado una sucesién {z,} C A tal que {f(z¢)} = {y¢} es convergente a sup f(A).



Note que la sucesién {zy} NO es necesariamente convergente, pero dado que {z,} C A que es acotado,
entonces por el lema 4 existe una subsucesién convergente {xy, } convergente, digamos a 5. Ademds como
{z¢,} C{x¢} C Ay A es cerrado por los lemas 3 y 5 sabemos que z( es un punto en A en dominio de f, por
tanto f(zo) € R. En resumen:

sup f(A4) = 411’120 Ye (por construccién de {y¢})
klirrgo Yo, (ya que {yg, }es subsucesién de la sucesién convergente {y;})
= kh;rrgo f(ze,) (por item 2)
= f (kli)ngo JL‘gk) (por la continuidad de f)
= f(xo) (por la convergencia de {xy, })

Por lo tanto f(xg) = sup A, es decir el supremo se alcanza.

Funciones continuas basicas

En esta seccién daremos algunos ejemplos de funciones continuas de D C R"™ a los reales (funciones
escalares) ya que como se mencioné en la clase que este tipo de funciones son las entradas de funciones (més
generales) de R™ en R™ y la continuidad de estas puede inducirse de la continuidad de las primeras.

1.

La funcién identidad dada por f : R™ — R" dada por f(z) = x es continua.

Demostracion. sea xg € R™, probaré que f es continua en dicho punto. Asuma € > 0, y escoja d =€ > 0
es inmediato de la definicién de funcién identidad que

1£() = f(@o)| =l — x| < ¢ siempre que [ — ol < 3 =e.

Como z( es arbitrario se sigue la continuidad en todo R".

El mapeo de R™ en R definido por (1,22, ,x,) — x; para cualquier i = 1,2, ---n es continuo.

Demostracion. Si E; es el i—ésimo vector candnico de R™, la demostracion de este inciso se desprende
de que z; = x - E; es una funcién continua pues es el producto punto de la funcién continua f(x) =z y
la funcién constante x +— E;; [

La funcién de R" en R definida como cualquier monomio resultante de multiplicar algunas de (o todas
) las entradas del vector (x1, 23, ,2,) es continua; por ejemplo f(x,y, z) = 2zy.

Demostracion. Este resultado es inmediato del inciso anterior y de que el producto de funciones conti-
nuas es continua. O

Cualquier polinomio que dependa solo de las entradas de la variable argumento es continua, por ejemplo

la funcién norma al cuadrado, (21,9, - zp) — x% + ch + -4 a)‘i es continua.

Demostracion. Esto sale inmediatamente del inciso anterior y de que la suma de funciones continuas es
continua. O

Si P(x1,xa, - 2y) es una funcién polinomial de las entradas z1,z2, -+ ,2, v f : R = R es continua
entonces la composicién f(P(x1,za, - xy)) es continua. Por ejemplo las funciones g(z1, 22, - x,) =

22+ a3+ + 22y h(zy, 2z, x,) = sin(x?) + z,, son funciones continuas por los incisos anteriores



Aplicaciones

En el tiempo restante de la clase te propongo que analices los siguientes dos ejercicios respondiendo a las
preguntas de cada uno.

1. Sea
sin(2? + y? + 22)

si (x,y,2) # (0,0,0)

flz,y,2) = 2?+y?+22
1 siz=y=2=0.
a) (Donde estd bien definida la funcién f (cuél es su dominio)?
b) ;Donde es continua?
¢) (Puede extenderse de manera continua a todo R?
d) Si puede extenderse continuamente a todo R, jque pasa con la funcién f restringida al dominio
B1(0)?

HINT: Recordar un ejercicio similar visto con Vero.

2. Analice la funcién e /¥ : P — R donde la regién P := {(z,y) € R? |y > 0}.
a) (El conjunto P es abierto, cerrado o ninguno de ellos?

2
b) Si el conjunto P no es cerrado, jpuede entender la funcién e /¥ de manera continua hasta la
frontera?

¢) ;La funcién puede extenderse de manera continua al origen?



